Concursul Interjudetean de Matematica “Cristian S. Calude”
Proba pe echipe, clasele IX-XII
27 octombrie 2013
Solutii
RUNDA alll-a
Problema 1. Fie a,b > 0,a # b. Sa se rezolve ecuatia

1 1 1 1
(a+b+x)-(a+x+b+xj:(a2+ab+b2)-(?+b—2j.

Solutie:
1 1 5 5 1 1
(a+b+x) + :(a +ab+b ) —+— |
a+x b+x a- b
a+b+x_|_a+b+x_aeraberz_'_aerabwLb2
a+x b+x a’ b*
b a ab+b* a*+ab b ab + b* a a’ +ab
+ = Tt — & -+ -———=0&
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ab+x-(a+b) ab+x-(a+b)

=0 |ab+x-(a+b) | b . —0
a*-(a+x) o b*-(b+x) -0 [b ( b):l (az'(a+x) bz'(b+x)J "

Daca ab+x-(a+b)=0:x=— a-b -solutie;
a—+
b3-(b+x)+a3-(a+x):0
b a at+b* )
5 +— =0=1qa+x=0 & X =———— -solutie
a -(a+x) b -(b+x) a +b
b+x#0
4 4
Raspuns: S= _a3+b3 3= ab
a’ +b a+b

Problema 2. Numerele naturale nenule a,b,c,d satisfac conditiile

a>b>c>d, a+b+c+d=1000 si a’—b"+c*—d*> =1000. Si se determine numarul de
valori posibile ale lui a.

Solutie: Scazand cele doud relatii, obtinem (a+b)-(a—b—1)+(c+d)-(c—d -1)=0.
Cum 1nsa ambii termeni sunt mai mare sau egali cu 0, rezulta ca
a-b-1=0sic—d—-1=0=>a=>b+1si c=d+1.

Din a+b+c+d=1000=a+d =b+c =500,

Numerele sunt a,a —1,501—a,500—a. Mai trebuie ca

a>a—-1>501-a>500-a < a-1>501-4a,500-a>21<

2a>502;a <499 < a>251si a <499 < a €{252,253,...,499}.

Numarul valorilor posibile ale lui a este 248
Raspuns: 248

Problema 3. Sa se determine numerele reale a,b,c pentru care multimea solutiilor ecuatiei

a-sinx+sin3x+b-sinSx+c-sin7x=0 este {liTﬂ/keZ}.

Solutie: Pentru x = % ,obtinem a—1+b—c=0;



T .
Pentru x:Z ,obtinem a+1-b—-c=0;

Din aceste doud relatii rezultd a =c §i b =1. Atunci ecuatia se scrie
a-(sinx+sin7x)+(sin3x +sin5x) =0 <> 2a-sin4x-cos3x +2-sin4x-cosx =0 <

sin4x-(acos3x+cosx)=0 <> sin4x-cosx-(2acos2x—a+1)=0;
Trebuie ca eventualele solutii ale ecuatiei 2acos2x—a+1=0 sa se afle in multimea

M = {an ke Z}.Ecua;ia nu are solutii daca a =0 sauaz—_1 ¢ [—1,1] Sae (—1,%] .
a

2a
In concluzie, pentru ca ecuatia sa aiba solutii Tn multimea M, este necesar si suficient ca

azce[—l,%}u{l} sib=1.

Rispuns: a=ce {—1,%}){1} sib=1.

Ecuatia are solutii iIn M daca a1 € {—1,0,1} =ac {—1,%,1}.

Problema 4. Fie AeM,(C) cuTrA=1 si det 4 =2 Si se calculeze
det(4® —1,)+det( A’ +1,)+det(A* +2-1, ) +det (4 +1,).

Solutie: Din egalitatea Cayley —Hamilton rezulta

A= A+2:-1,=0,= A +2-1, = A= det (4 +2-1,) =det 4 =2;
Stim ca

det(A+B)+det(A—B)=2-detA+2-detB;

det(4® +1,)+det( 4> —1,) = 2-det 4> +2-det ], =8+2 =10;
det(A’+1,)=det(A+1,) -det(4* —A+1,).

Polinomul caracteristic x> —x+2 =0 are radicinile A,,4,;
Polinomul caracteristic al matricei 4+ /, are radacinile
1+4,1+4,;

det(A+1,)=(1+A)-(1+4,) =1+ 4 + A, + A4 -4, =4;
A=A+ 1, =—I, = det(4’ - 4+1,)=1
{det(Az—/le)l

:>det(A3 +12)=4;
det(A+1,)=4

Suma ceruta este=16.
Raspuns:16.








